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1. EINLEITUNG

In dieser Arbeit untersuchen wir Eigenschaften von schwach tscheby
scheffschen Teilvektorriiumen von C[a, b], versehen mit der Supremumsnorm.
Dies sind lineare Riiume der Dimension n, deren Elemente hochstens n - 1
Vorzeichenwechsel in [a, b] besitzen. Wir beweisen zuniichst, daB jeder
schwach tschebyscheffsche Raum der Dimension n schwach tschebyscheffsche
Teilriiume Gi der Dimension i mit GI C G2 C··· C Gn - l C Gn = G enthiilt
(Satz 2.6). Fur den Beweis verwenden wireinen Satz von Krein (Lemma 2.4),
der eine entsprechende Aussage fUr tschebyscheffsche Riiume, die auf
offenen Intervallen definiert sind, gezeigt hat. AuBerdem benutzen wir ein
Lemma (Lemma 2.5) von lones-Karlovitz [3], wonach die Elemente eines
beliebigen schwach tschebyscheffschen Raumes sich als gleichmiiBige
Grenzwerte von Elementen aus tschebyscheffschen Riiumen darstellen lassen.
Die Aussage von Satz 2.6 wurde von Zielke gleichzeitig und unabhiingig von
uns gefunden. Er beweist sie jedoch mit anderen Methoden.

1m weiteren wenden wir Satz 2.6 auf schwach tschebyscheffsche Riiume
G der Dimension nan, deren nicht identisch verschwindende Elemente
hochstens endlich viele Nullstellen besitzen. Wir zeigen (Satz 3.3), daB es
eine endliche Punktmenge X = {Xl'"'' X m } C [a, b] gibt, so daB aile Elemente
von G auf X n (a, b) verschwinden und in [a, b]\XhOchstens n - 1 Nullstellen
besitzen.

Schwach tschebyscheffsche Riiume mit dieser Eigenschaft haben in
jungster Zeit eine gewisse Bedeutung erlangt, weil man unter bestimmten
Bedingungen die Existenz von stetigen Schnitten fUr die metrische Projektion
nachgewiesen hat (sh. Definition 4.1). Niirnberger-Sommer [6, 7] haben
bewiesen, daB fUr schwach tschebyscheffsche n-dimensionale Riiume G C
era, b], deren nicht identisch verschwindende Elemente hochstens n ver
schiedene Nullstellen in [a, b] besitzen, genau ein stetiger Schnitt existiert.
Urn die Existenz von stetigen Schnitten nachzuweisen, ist es also sinnvoll,
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schwach tschebyscheffsche Riiume mit dieser Eigenschaft zu untersuchen.
Diese Untersuchungen ergeben sich als unmittelbare Folgerungen aus den
oben angegebenen Siitzen. Wir zeigen (Satz 4.6), daB es genau die Riiume sind.
die nach Entfernen eines Punktes von [a, b] in der verbliebenen Teilmenge
tschebyscheff sind.

AuBerdem berichtigen wir (Satz 4.8) in allgemeinerer Form eine Aussage
von Bartelt [I], der zu beweisen versuchte. daB ein schwach tschebyschelTscher
Raum G mit 1 E G. dessen Elemente hochstens endlich viele Nullstellen
besitzen, tschebyscheff in [a, h] ist und geben ein Gegenbeispiel (Beispiel 4.9)
zu dieser Aussage.

SchlieI31ich untersuchen wir schwach tschebyscheffsche Riiume, die k
tschebyscheff sind. Dies sind Riiume C (sh. [9, S.125]), fUr die die Menge der
Minimallosungen bezuglich G flir jedes / aus qa. b] hOchstens ein k
dimensionales Polyeder bildet. Wir beweisen (Satz 4.12), daB diese Riiume
fUr k < n tschebyscheff in (a, h] und in [a, b) sind. falls ihre nicht identisch
verschwindenden Elemente hochstens endlich viele N ullstellen in [a. b]
besitzen.

2. VOLLSTANDIGE TSCHEBYSCHEFFSCHE RAUME

Zuniichst sei qa, b] vorgegeben. Wir benotigen folgende Festlegung.

DEFINITION 2.1. Eine Nullstelle Xu von / aus C[a, b] heiBt ein/ache

Nulis telle, wenn.r in Xu das Vorzeichen wechselt, bzw. wenn Xu a oder
Xu b ist. Eine Nullstelle Xu aus (a. b) von / aus C[a, b] heiBt zwei/ache
Nullstelle, wenn / in X o das Vorzeichen nicht wechselt.

1m folgenden ziihlen wir einfache Nullstellen als eine Nullstelle und
zweifache Nullstellen als zwei Nullstellen.

Wir untersuchen n-dimensionale Teilriiume C von qa, b] mit fo1genden
Eigenschaften.

DEFINITION 2.2. (a) G heiBt IschebyschefI in Me [a, b], falls jedes g
aus G hochstens n - I Nullstellen in M besitzt.

(b) G heiBt sclnvach Ischebyscheff; t~tlls jedes g aus C hochstens Il 1
Vorzeichenwechsel in [a, b] besitzt (dh. es existieren keine Il 1 Punkte
a < X o < ... < X n b mit g(x;) . g(Xi-1l) < 0, i 0.... , Il - l).

DEFINITION 2.3. G heif3t vollstiil1dig (schwach) Ischebyschejj; falls G eine
Basis {gi}7~1 mit der Eigenschaft besitzt: Gr: =~ gl ,... , g, ist (schwach)
tschebyscheff fUr aile r = 1, .... 11.

Man nennt diese Basis (schwache) Markov-Basis.
Rutman [8] zitiert folgende Aussage von Krein.
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LEMMA 2.4. 1st M ein offenes reel!es Interval! und G ein n-dimensionaler
tschebyscheffscher Teilvektorraum von C(M), dann ist Gvol!stiindig tschebyscheff
aufM.

Wir beweisen in dieser Arbeit zuniichst eine iihnliche Aussage fUr schwach
tschebyscheffsche Riiume. Wir verwenden dazu die Transformation T t :

G -+ C[a, b], definiert durch

g E G.

Nach Jones-Karlovitz [3] gilt:

LEMMA 2.5. Sei {gi}~~l eine Basis eines schwach tschebyscheffschen
Raumes G. Dann ist fur al!e t > 0 Gt := <TtCgl)'"'' Tt(gn) C C[a, b] ein
tschebyscheffscher Raum. AujJerdem konvergieren auf jedem Interval! [a', b']
mit a < a' < b' < b die Funktionen Tt(gi) gleichmiijJig gegen gi fur t -+ 0,
i = 1,... , n.

Dieses Ergebnis fUhrt uns zu folgender Aussage.

SATZ 2.6. Jeder schwach tschebyscheffsche n-dimensionale Raum Gist
vol!stiindig schwach tschebyscheff.

Beweis. Wir erweitern den Definitionsbereich von G auf [a - E, b + E]
(E > 0) durch folgende Festlegung:

(; := \g E C[a - E, b + E] I gl[a,b] E G, 1\ g(x) = g(a),I xE[a-<,a]

1\ g(x) = g(b)l.
XE[b,b+<] \

Dies ist notig, weil nach Lemma 2.5 gleichmiiBige Konvergenz der Funktionen
von Gt gegen Funktionen von G nur auf kompakten TeilintervaIlen von
(a, b) falgt. Wir wenden die Transformation Tt (t > 0) aufli an und erhalten
die n-dimensionalen Teilriiume lit von C[a - E, b + E]. Nach Lemma 2.5
ist lit tschebyscheff fUr aIle t > O. Nach Lemma 2.4 existiert eine Basis
{git}~~l von lit, die im Intervall (a - E, b + E) eine Markov-Basis bildet.
OBdA nehmen wir {git}~l als Orthonormalsystem beziiglich des Skalar
produkts (g, h) : = J: g(x) hex) dx an. Dies ist auch in li ein Skalarprodukt.
Nun folgt unter Verwendung von Lemma 2.5, daB fUr eine antitone NuIlfolge
{t;};EN n Funktionen {gi}~~l in li mit

i = 1,... , n,
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wobei die gleichmaBige Konvcrgenz auf jedem kompakten Teilintervall von
(a ~ E, b , E) gilt, existieren. Aus Stetigkeitsgrunden ist dann {g;}7~1 ein
Orthonormalsystem in (; und deshalb eine Basis in C, dh. (; gl " .. , g" .

Weil fUr allc i die Funktionen aus or: gIl ..... , g,l fLir I r 11

hochstens r I Vorzcichenwechsel besit'zcn und' weil si~h in jedem Tcil-
intervall [a', b'] von (a E. b E) die Funktionen aus (;, : gl , ... , g,

als gleichmaBiger Grenzwert von Funktionenfolgen aus {O;}Jc\ darstellcn
lassen, folgt, daB jedc Funktion aus 0 ' hochstens r I Vorzei~henwechsel in
[a', b'] besitzen kann.

Deshalb bilden die Funktionen {h':;'1 aus G, dcfiniert durch

1\ h,(x): g,(Y),
,i'~-" 111, II 1

eine schwache Markov-Basis von G.

I .... , 11

3. FUNKTIONE~ MIT ENDLICH VIELE,", NULLSTELLEN

1m folgenden wenden wir Satz 2.6 auf schwach tschebyscheffsche Teil
vektorraume an, deren Elemente keine Nullstellenintervalle in [a, b] besitzen.

Sei G stets ein n-dimensionaler Teilvektorraum von qa, b]. Fur g aus G
bezeichne Z(j( g) die Menge der zweifachen Nullstellen von g in [a, b].

Wir benotigen folgendes Lemma.

LEMMA 3.1 [3]. Gist schwach tschebyscheff genal! dann, wel1n ZII jeder
Verteilung a cc= Xo < XI X" I X" h ein g F G, g O. //lit

existiert.

( -I l'+l g(x) O. Xi I X Xi • i c-c J , ...., n

Daraus und unter Verwendung von Satz 2.6 erhalten wir

LEMMA 3.2. Sei G schwach tschehyscheff Jedes g F G, g 0, besitze
hochstens end/ich viele Nul/stellen in [a, b]. Dann gilt: Es existiert eine Basis
{g;}7od von G mit ZigI) Zd(.g-2) Zign)'

Beweis. Nach Satz 2.6 existiert eine Basis {h'};~1 von G, so daB der
Teilvektorraum <hI'"'' hi> C qa, h] schwach tschebyschefT mit der Dimen
sion i fUr jedes i = I, ... , n is!.

Wir setzen: gj: hI'
Unter Verwendung von Lemma 3.1 wahlen wirfLir i = 2, ... , n g, E ' h j , .... h,

so aus, daB g, genau i-- I Vorzeichenwechsel in [a, h]\Z(j(gj) bcsitzt. Dann
ist <gI ,... , g,> ebenfalls schwach tschebyscheff mit der Dimension i fUr
jedes i c= 1, ... ,11. Falls nun Zd( gil fUr i I. ... , n ist, sind wir fertig.
Sei also x E Z(j( g,(j) fUr ein io F {I, ... , n}.
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Wir zeigen: Zigi ) C Zigl)'o
Seien a < Yl < ... < Yt < b aile verschiedenen Nullstellen von gi

o
In

(a, b). Dann ist

wobei Yo: = a und Yt+1: = b sei. Falls x rf: Zigl), besitzt die Funktion

E = ±1

E = ±1

in einer Umgebung von x mindestens zwei Vorzeichenwechsel und, da gi
o

genau io - 1 Vorzeichenwechsel besitzt, weitere io - 1 Vorzeichenwechsel in
[a, b]. Dies istjedoch ein Widerspruch, da <gl ,... , gi ) schwach tschebyscheff

o
mit der Dimension io ist.

Deshalb gilt: Zigi) C Zd(gl), i = 2,... , n.
Wir zeigen nun, daB Zigi) C Zigi +1) gilt. Sei x E Zd(gi), aber x rf:

~ 0 0

Zd(gi +1)' Dann ist x E Zigl) wegen Zig; ) C Zigl) und deshalb ist nach
o 0

Konstruktion gi H(X) =1= O. Dann besitzt aber die Funktiono

K io

mindestens io + I Vorzeichenwechsel in [a, b]. Dies ist wiederum ein Wider
spruch, da <gl ,... , g; H) schwach tschebyscheff mit der Dimension io + 1 ist.o
Daraus folgt sofort: Zigl) = Zig2) = ... = Zign)'

Wir erhalten folgenden Satz, der die schwach tschebyscheffschen Teil
vektorriiume von C[a, b] charakterisiert, deren Elemente nur endlich viele
Nullstellen zulassen.

SATZ 3.3. Sei G schwach tschebyscheff. Jedes g aus G, g =1= 0, besitze
hochstens endlich viele Nullstellen in [a, b]. Dann existiert eine endliche
Punktmenge XC [a, b], so dajJ jedes g aus G, g =1= 0, hOchstens n - 1 Null
stellen in [a, b]\X besitzt, dh. Gist in [a, b]\X tschebyscheff.

Fur aile x E X n (a, b) gilt aujJerdem g(x) = Ofur aile g E G.

Beweis. Nach Lemma 3.2 existiert eine Basis {gi}F=l von-G mit

Zigl) = Zig2) = ... = Zd(gn)'

Wir definieren:

y : = Zigl) falls g, g E G mit g(a) =1= 0 und g(b) =1= 0
existieren;

Y: = Zd (gl) u {a} falls g(a) = 0 fUr aile g E G gilt und
ein gE G mit g(b) =1= 0 existiert;

Y: = Zigl) U {b} analog wie in (3.lb);
Y:= Zd(gl) U {a, b} falls g(a) = g(b) = 0 fUr aIle

g E G gilt.

(3.1 a)

(3.lb)
(3.1 c)

(3.ld)
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(1) Wir zeigen zunachst, daB in den Fallen (3.I)b-(3.ld) G in [a, bld'
tschebyscheff ist Wir untersuchen nur den Fall (3.1 b). Die Faile (3.1 c) und
(3.1 d) behandelt man analog.

Falls G in [a, b]\ Y nicht tschebyscheff ist, existiert ein g E G, g ~ 0. mit Il

verschiedenen Nullstellen in (a, b]\Zd(gl)' Seien a < Y1 <:: ... < Yt b aile
verschiedenen Nullstellen in [a, b]\Y. Wir konstruieren ein gE G, g 0.
welches J1 -- 1 Vorzeichenwechsel und eine weitere Nullstelle in [a. b]\ Y
besitzt. Sei z ;= max{x E (a, b) ! g(x) = OJ. Seien a < Zl < ... < Zr Z die
Vorzeichenwechsel von g in [a, b]. Wir wahlen weitere n -- r . I Punkte
z < Z'"l < ... <: Zn1 <: b mit z, ¢ Y, i ."C r·+ I, .... 1l I. Nach Lemma 3.1
existiert ein g E G, ifF 0, mit E(- J)' g(x) 0, Z/1 < X < Zi , i I. ... , 11.

E == ± I, wobei ZIJ; a und z" ;=== b sei. Dabei sei E so gewahlt, daB

sgn( g(x)g(x») ?: °fUr x E [a. zrn] gilt. Nun ist K: .== mini~O .... .til g jl[lI
i
,1I+

1
1 O.

wobei Yo: = a und Yin: b sei. Die Funktion g - K!(21! g if) g .ist an
mindestens einer doppelten Nullstelle von g ebenfalls Null, da sonst g
K!(2Ii g II) g mindestens Il Vorzeichenwechsel in [a, b] besitzt. Deshalb
besitzt g 11 -- I Vorzeichenwechsel und eine weitere Nullstelle i in [a, bJ Y.
Da {i, Z1 , ... , Z"l} n Y ist. besitzt keine der Basisfunktionen g,.

i == 1, ... , n, in einem der Punkte i, Z1 , .... Z"_l eine doppelte Nullstelle.
Deshalb gibt es ein C E IR, so daB fUr mindestens ein i E {I, ... , n} die Funktion
g _.. cgi n Yorzeichenwechsel in [a, b] besitzt. Dies istjedoch ein Widerspruch.

Wir setzen X: == Y.

Wie in (I) kann man zeigen, daB kein g E G, g c='~ 0, mit n verschiedenen
Nullstellen in (a, b]\ Y bzw. in [a, b)\ Y existiert.

Falls nun ein g E G, g ef· 0, mit g(a) g(b) °und weiteren 11 2
verschiedenen Nullstellen in (a, b)\ Y existierL setzen wir

)(; Y u {a}
oder

X: Y u {b}.

Falls kein g E G, g =F 0, mit dieser Eigenschaft existiert, setzen wir X: r.
Damit ist der erste Teil des Satzes bewiesen. Der zweite Teil ergibt sich

unmittelbar aus Lemma 3.2.
Aus diesem Satz ergeben sich einige Folgerungen, die zum Nachweis der

Existenz stetiger Schnitte fUr die metrische Projektion von besonderer
Bedeutung sind. Dies werden wir im nachsten Paragraphen zeigen.

Zunachst geben wir ein Beispiel fUr einen schwach tschebyscheftschen
Teilvektorraum von C[-3,2] der Dimension 2, der Elemente enthalt. die
bis zu vier verschiedene Nullstellen besitzen.
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BEISPIEL 3.4. Sei G = <gl , g2) mit

gl(X):= I x + 21 -3 ~ x ~ -1

=Ixl -1~x~1

= I x - 2 ; 1 ~ x ~ 2;

g2(X) := (x + 2)( -x - 1) -3 ~ x ~ -2

= (x + 2)(x + 1) -2 ~ x ~ -1

= -x(x + 1) -1 ~ x ~ 0

= x(l + ix) °~ x ~ !
= -12 + 22x - 8x2 ! ~ x ~ 2.

263

Es ist Zigl) = Zig2) = {-2, O} und X = {-2, 0, 2}. Gist deshalb
tschebyscheffin [-3, 2]\{ -2,0, 2} nach Satz 3.3.

-}

FIG. 1. Beispiel zu Satz 3.3.

4. ANWENDUNGEN AUF STETIGE SCHNITTE

DEFINITION 4.1. Fur eine nichtleere Teilmenge G eines normierten
Raumes E sei PG(f) := {go E G II1I - go II = inf{111 - g II I g E G}} fUr alIe
laus E. PG definiert eine mengenwertige Abbildung von E in 2G, dem System
alIer Teilmengen von G, die man als metrische Projektion bezuglich G be
zeichnet. Eine stetige Abbildung s von E nach G heiBt stetiger Schnitt lur PG

(im folgenden nur stetiger Schnitt genannt), falls s(f) aus PG(f) fUr alIe I
aus E ist.

In jiingster Zeit wurde die Existenz von stetigen Schnitten fUr spezielIe
schwach tschebyscheffsche Teilvektorraume von C[a, b] von Niirnberger-
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Sommer [6, 7] nachgewiesen. Dabei wurde erkannL daB sich in schwach
tschebyscheffschen Riiumen als Auswahlfunktion s(/) jedes f aus qa. Ii]
sogenannte Alternantenelemente anbieten.

DEFINITION 4.2. Fur einfaus C[a, b] heiBt g aus Pdf) Alternan/eneleme/II
fUr f genau dann, wenn mindestens n I verschiedene Punkte a .\"
Xl ... <: XII b mit E(- l)i (f- g)(x,) f gO,. ... n. E
existieren. Man nennt die Punkte a X" < Xl X" h alternierencle
Extremalpunkte von f g.

Die endlieh-dimensionalen Teilvektorriiume von qa, b]. die fUr jedes f
aus C[a, b] mindestens ein Alternantenelement besitzen, wurden von Jones-
Karlovitz [3] charakterisiert. Es sind genau die sehwaeh tsehebyscheffschen
Riiume.

SATZ 4.3. Ein n-dimensionaler Teilvek IOrraum G ['On C[a. h] ist sc!lIrach
tschebyscheff genau clann, wenn fur jedes falls C[a. b] mindes/ens ein A Iter
nantenelement alls Pdf) existiert.

] m folgenden sei G ein n-dimensionaler schwach tschebyschetrschcr Teil
vektorraum von C[a. b].

Nurnberger-Sommer [6] bewiesen folgenden Satl.

SATZ 4.4. Existiert fur jedes I alls qa, b] genau ein
gr aus PeU), so ist .1': qa, b] -'>- G, definiert durch sen
qa. b], ein stetiger Schnitt.

Alternantenelemen[
gf flir aIle falls

Um stetige Sehnitte nachzuweisen, ist es also sinnvolL schwach tsehebyschen~

sehe Riiume zu tinden. die fUr jedesfaus qa. b] genau ein Alternantenelement
zulassen.

Nurnberger und Sommer [6] gaben folgende Charakterisierung.

SATZ 4.5. Jedes f aus C[a, b] besitzt genall ein Alternalltenelelllellt g,

aus Pdf) genau dann, wenn jedes g aus G. g O. hochstens n l'erschiedene
Nullstellen in [a, b] besitzt.

Nach Satz4.4 besitzen diese Riiume also einen stetigen Schnitt. Ni.irnberger
Sommer zeigten sogar, daB dies der einzige stetige Schnitt ist.

Wir werden nun einige Folgerungen aus Satz 3.3 ableiten. Wir behandeln
stets schwach tsehebyseheffsehe Riiume, deren nieht verschwindende Elemente
hochstens n verschiedene Nullstellen in [a, b] besitzen.

Aus Satz 4.4, Satz 4.5 und def ansehlieBenden Bemerkung folgL daB
diese Riiume genau einen stetigen Schnitt zulassen.

Zuerst untefsuchen wir das Aussehen dieser Riiume.
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SATZ 4.6. Jedes g aus G, g oF 0, besitze hochstens n verschiedene Null
stellen in [a, b]. Dann existiert ein Xl aus [a, b], so dajJ G in [a, b]\{xl}
tschebyscheff ist.

1st Xl aus (a, b), so gilt g(xl) = °fur aile g aus G.

Beweis. Wir wenden Satz 3.3 an und mussen nur noch zeigen, daB wir
nur einen Punkt aus [a, b] wegnehmen mussen, urn die Behauptung zu
zeigen.

Da nach Satz 3.3 aIle g E G in X n (a, b) verschwinden, folgt, daB X n (a, b)
einelementig ist, da andernfalls unter Verwendung von Lemma 3.1 ein
g E G, g oF 0, mit n + 1 verschiedenen Nullstellen in [a, b] gefunden werden
kann. Analog zeigt man, daB {a, b} (/. X ist.

Falls g(a) = 0 fUr aIle g E Gist, erfUllt Xl := a die Bedingung und falls
g(b) = 0 fUr aIle g E Gist, erfUllt Xl := b die Bedingung.

1st g(a) oF 0 fUr ein g E G und g(b) oF °fUr ein g E G, so folgt nach dem
Beweis von Satz 3.3:

(a) X = Zigl) u {a} oder X = Zigl) U {b}, falls ein g E G, g oF 0,
mit g(a) = g(b) = 0 und mindestens n - 2 weiteren verschiedenen Null
stellen in (a, b)\Zigl) existiert. Ware Zigl) oF 0, so besitzt nach Satz 3.3
die Funktion g eine weitere Nullstelle in (a, b) im Widerspruch zur Voraus
setzung. Deshalb ist G in (a, b] und in [a, b) tschebyscheff.

(b) X = Zigl), falls kein g E G, g oF 0, mit g(a) = g(b) = 0 und
mindestens n - 2 verschiedenen Nullstellen in (a, b)\Zigl) existiert. Nach
Satz 3.3 ist G in [a, b]\X tschebyscheff. Da nach dem oben gezeigten X
einelementig ist, ist auch in diesem Fall die Behauptung des Satzes bewiesen.

BEISPIEL 4.7. Sei G:= <x2
, x3, ... , x n ) C C[-1, 1]. Es folgt sofart, daB

jedes g E G, g oF 0, hOchstens n - 1 verschiedene Nullstellen in [-1, 1]
besitzt, da der Punkt °stets eine (im Sinne der Nullstellenzahlung bei Poly
nomen) mindestens zweifache Nullstelle ist. Falls g E G in [-1,0) U (0, 1]
n - 2 Vorzeichenwechsel hat, besitzt g im Punkt 0 keinen Vorzeichen
wechsel, da andernfalls der Punkt 0 sagar eine mindestens dreifache Nullstelle
ware. Da g ein Polynom vom Grad ~n ist, besaBe dann g in [-1, 0) U (0, 1]
hochstens n - 3 Nullstellen. Deshalb ist G schwach tschebyscheff mit der
Dimension n - 1 und jedes g E G, g oF 0, besitzt hochstens n - 1 verschiedene
Nullstellen. Aus Satz 4.6 folgt, daB g in [-1, 1]\{0} tschebyscheff ist.

Die nachste Folgerung von Satz 3.3 berichtigt eine Aussage von Bartelt [1],
der zu beweisen versuchte, daB jeder schwach tschebyscheffsche Raum G
mit 1 E G und der zusatzlichen Bedingung, daB jedes g E G, g oF 0, nur
endlich viele Nullstellen in [a, b] besitzt, in [a, b] tschebyscheff ist. Dies ist
nicht richtig, wie Beispiel 4.9 zeigen wird. Dagegen gilt.

SATZ 4.8. Besitzt G eine in (a, b) (bzw. in (a, b] bzw. in [a, b» positive
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Funklion und hal jedes Ii E G, Ii cI- 0, hochstens endlich riele Nullslellm ill
[a, h], so isl G Ischebyscheffin (a, b) (hzH'. in (a, h] hzH'. in [a, h)).

BeH'eis. Wir beweisen den Satz nur fLir den ersten Fall. Aus Satz 3.3
folgt aber sofort, daS G in (a, h) tschebyseheff ist. denn andernfalls ver
schwindetjedes g an einem Punkt in (a, h). Dies ist jedoch nach Voraussetzung
nicht erfUllt.

NLirnbcrger-Sommer [6] gaben ein Beispiel fLir cinen sehwaeh tseheby-
seheffsehen Raum G der Dimension /I I mit I G. der in [-I. I) und in
(-I. I] tsehebyschefL aber in [ I. I] nicht tsehebyschefT ist.

BEISPIEl 4.9. Sci II cine gcrade naturliche Zah/. S'ci G : I. x . ( I x").

x 2, x 3 . (I x~), .... x"-2, XII I . ( I x 2 ). XII C C[ I. I]. Die Dilllension
von G iSI 1/ I .

Jcdcs g fcC G. g 0, ist eill Polynom yom Grad il I und hat deshalb
in [ I. I] hoehstens /I J N ullstellcn.

Jedes g t= G liiBt sich darstellen als g h] Ii, mit h](y) Li~ (/:!.,.\"

und h2(x) x( I x 2) . L~/~ a2i ]X2i . Unter Vcrwendung cines Beweises
von Zielke [12, S.68], kann man zeigen, daB hl(i) - h2{.):) fLir ein ,x"

( cr.. l]u[1. w) ist, d.h. daf.\eineNullstclle von gstets in ( x. l]u
[1,CfJ) liegt. Deshalb ist G in [ I. I) und in ( I. I] tsehebysehelf. Gist
nieht tsehebyseheff in [_. I, I], da man eine Funktion g(x) ( I x")

x . L;:~l a,x2i2 E G linden kann. die in [ 1, 1] genau II I versehiedenc
Nullstellen besitzt.

Ein zweites Beispiel fur solche Riiume findet man bei Brown [2]. der
einen 5-dimensionalen Raum mit diesen Eigensehaften konstruiert hal.

Eine weitere Folgerung von Satz 3.3 erhalten wir fi.ir schwach tseheby
seheffsche Riiume, die zusiitzlieh k-tschebyscheff sind,

DEFINITION 4.10. Sei Q kompakt und sei G ein Teilvektorraum yon C(Q).
versehen mit der Supremumsnorm. G heiSt k-tschehyschcjj; wenn fUr jcdes
faus C(Q) die Menge del' Minimallosungen Pdf) hochstens cin k-dimensio
nales Polyeder bildet.

Bei Singer [9, S.126], findet man folgende Charakterisierung del' k
tschebyscheffschen Riiume.

SATZ 4.11. Sei G ein Teilreklorraul11 1'011 C(Q). Fur jcdes falls C( Q)
hi/det p(;(f) ein hochstens k-dimensionales Polycder genau dann. \,'enll.ie
k +. I linear unahhiingige Funklionen g] ,... , gk-I von G hochstells /I k
gemeinsame Nullstellen in Q besitzen.

Unter Verwendung von Satz 3.3 und del' Siitze 4.4 und 4.5 konnen wir nun
auch fUr spezielle k-tschebyscheffsche Teilvektorriiume von C[a, h] die
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Existenz von genau einem stetigen Schnitt nachweisen. Dies verallgemeinert
ein Ergebnis von Niirnberger-Sommer [6].

SATZ 4.12. Sei G ein n-dimensionaler schwach tschebyscheffscher und
k-tschebyscheffscher Teilvektorraum von qa, b], k ~ n. Jedes g E G, g oF 0,
besitze hochstens endlich viele Nullstellen in [a, b]. Dann gilt: Gist in [a, b)
und in (a, b] tschebyscheff.

Beweis. Da fUr i < k jeder i-tsehebyseheffsehe Raum aueh k-tsehebyseheff
ist, zeigen wir die Aussage des Satzes nur fUr (n - 1)-tsehebyscheffsehe
Raume. Wir wenden Satz 3.3 an und erhalten eine endliehe Punktmenge
X C [a, b], so daB G in [a, b]\X tsehebyseheff ist. Ware nun X n (a, b) #c 0,

so ware g(x) = 0 fUr aile x E X n (a, b). Da G (n - 1)-tschebyseheff ist,
besitzen aber n linear unabhangige Funktionen keine gemeinsame Nullstelle.
Deshalb ist X n (a, b) = 0. AuBerdem gibt es ein g E G mit g(a) #c 0 und
ein g E G mit g(b) oF O. Deshalb ist {a, b} C/. X. Dies bedeutet, daB G in
(a, b] und in [a, b) tschebyscheff ist.

Beispiel 4.9 ist ein Beispiel fUr einen (n -+ l)-dimensionalen sehwaeh
tsehebyseheffsehen und n-tsehebyscheffschen Raum, der in [-1, 1] nieht
tsehebyseheff ist.

Naeh AbschluB dieser Arbeit erfuhren wir, daB Stockenberg [14] gleieh
zeitig und unabhangig von uns mit anderen Beweisen zu Aussagen kam, die
den Aussagen der Satze 2.6, 4.8, 4.12 im wesentliehen entspreehen.
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