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1. EINLEITUNG

In dieser Arbeit untersuchen wir Eigenschaften von schwach tscheby-
scheffschen Teilvektorrdumen von C[a, b], versehen mit der Supremumsnorm.
Dies sind lineare Riume der Dimension n, deren Elemente hdchstens n — 1
Vorzeichenwechsel in [a, b] besitzen. Wir beweisen zunéachst, daB jeder
schwach tschebyscheffsche Raum der Dimension # schwach tschebyscheffsche
Teilriume G; der Dimension { mit G, C G, C - CG,_, C G, = G enthilt
(Satz 2.6). Fiir den Beweis verwenden wir einen Satz von Krein (Lemma 2.4),
der eine entsprechende Aussage fiir tschebyscheffsche Riume, die auf
offenen Intervallen definiert sind, gezeigt hat. AuBerdem benutzen wir ein
Lemma (Lemma 2.5) von Jones—Karlovitz [3], wonach die Elemente eines
beliebigen schwach tschebyscheffschen Raumes sich als gleichméBige
Grenzwerte von Elementen aus tschebyscheffschen Rdumen darstellen lassen.
Die Aussage von Satz 2.6 wurde von Zielke gleichzeitig und unabhingig von
uns gefunden. Er beweist sie jedoch mit anderen Methoden.

Im weiteren wenden wir Satz 2.6 auf schwach tschebyscheffsche Rdume
G der Dimension n an, deren nicht identisch verschwindende Elemente
hdchstens endlich viele Nullstellen besitzen. Wir zeigen (Satz 3.3), daB es
eine endliche Punktmenge X = {x,,..., x,,} C [a, &] gibt, so daB alie Elemente
von G auf X N (a, b) verschwinden und in [a, #]\X hdchstens n — 1 Nullstellen
besitzen.

Schwach tschebyscheffsche Raume mit dieser Eigenschaft haben in
jingster Zeit eine gewisse Bedeutung erlangt, weil man unter bestimmten
Bedingungen die Existenz von stetigen Schnitten fiir die metrische Projektion
nachgewiesen hat (sh. Definition 4.1). Nirnberger-Sommer [6, 7] haben
bewiesen, dal} fiir schwach tschebyscheffsche r-dimensionale Ridume G C
Cla, b], deren nicht identisch verschwindende Elemente hochstens n ver-
schiedene Nullstellen in [a, b] besitzen, genau ein stetiger Schnitt existiert.
Um die Existenz von stetigen Schnitten nachzuweisen, ist es also sinnvoll,
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schwach tschebyscheffsche Rdume mit dieser Eigenschaft zu untersuchen.
Diese Untersuchungen ergeben sich als unmittelbare Folgerungen aus den
oben angegebenen Sitzen. Wir zeigen (Satz 4.6), dall es genau die Raume sind.
die nach Entfernen eines Punktes von [a, b] in der verbliebenen Tetlmenge
tschebyscheff sind.

AuBerdem berichtigen wir (Satz 4.8) in allgemeinerer Form eine Aussage
von Bartelt [1], der zu beweisen versuchte, dafl ein schwach tschebyscheffscher
Raum G mit 1 e G, dessen Elemente hochstens endlich viele Nullstellen
besitzen, tschebyscheft in [a, #] ist und geben ein Gegenbeispiel (Beispiel 4.9)
zu dieser Aussage.

SchlieBlich untersuchen wir schwach tschebyscheffsche R&ume, die A-
tschebyscheff sind. Dies sind Rdume G (sh. {9, S.125}), fiir die die Menge der
Minimallosungen beziiglich G fir jedes f aus Cla. b] hochstens cin i-
dimensionales Polyeder bildet. Wir beweisen (Satz 4.12), daB} diese Raume
fiir k& << n tschebyscheff in (a4, #] und in [a. b) sind. falls thre nicht identisch
verschwindenden Elemente héchstens endlich viele Nullstellen in [a. 5]
besitzen.

2. VOLLSTANDIGE TSCHEBYSCHEFFSCHE RAUME
Zunichst sei Cla, b] vorgegeben. Wir bendtigen folgende Festlegung.

DeriniTiON 2.1, Eine Nullstelle x, von f aus Cla, b} heilit einfache
Nullstelle, wenn f in x, das Vorzeichen wechselt, bzw. wenn x, --: ¢ oder
x, == b ist. Eine Nullstelle x, aus (a, b) von f aus Cla, b] heildt zweifache
Nullstelle, wenn f'in x, das Vorzeichen nicht wechselt.

Im folgenden zihlen wir einfache Nullstellen als eine Nullstelle und
zweifache Nullstellen als zwei Nullstellen.

Wir untersuchen n-dimensionale TeilrAume G von Cla, b] mit folgenden
Eigenschaften.

DErRINITION 2.2, (a) G heilit tschebyscheff in M C [a, b], falls jedes g
aus G hochstens n — I Nullstellen in M besitzt.
(by G heiBt schwach tschebyscheff, falls jedes g aus G hochstens # -~ |
Vorzeichenwechsel in [a, ] besitzt (dh. es existieren keine n -i- 1 Punkte
a < xy << <X, << bmitglx,) glxiq) <<0,i=0..,n—1).

DermNITION 2.3, G heilit vollstandig (schwach) tschebyscheff, falls G eine
Basis { g}, mit der Eigenschaft besitzt: G": == g, ..., g, ist (schwach)
tschebyscheft fiir alle r = 1,..., 1.

Man nennt diese Basis (schwache) Markov-Basis.

Rutman [8] zitiert folgende Aussage von Krein.
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LEMMA 2.4. Ist M ein offenes reelles Intervall und G ein n-dimensionaler
tschebyscheffscher Teilvektorraum von C(M),dann ist Gvollstindigtschebyscheff
auf M.

Wir beweisen in dieser Arbeit zunichst eine dhnliche Aussage fiir schwach
tschebyscheffsche Rdume. Wir verwenden dazu die Transformation 7 :
G — Cla, b], definiert durch

1 v 2902
(W) = gy |, €= e (N Dy, g G
Nach Jones—Karlovitz [3] gilt:

LemMmA 2.5. Sei {g;}i., eine Basis eines schwach tschebyscheffschen
Raumes G. Dann ist fiir alle t >0 G, :=<{T(g),..., T(g)> C Cla, b] ein
tschebyscheffscher Raum. Auferdem konvergieren auf jedem Intervall [a', b']
mit a < a <b' < b die Funktionen Ty g,) gleichmifig gegen g, fiir t — 0,
i=1,.,n

Dieses Ergebnis fithrt uns zu folgender Aussage.

SaTtz 2.6. Jeder schwach tschebyscheffsche n-dimensionale Raum G ist
vollstiindig schwach tschebyscheff.

Beweis. Wir erweitern den Definitionsbereich von G auf [a — ¢, b + ¢]
(e > 0) durch folgende Festlegung:

G:=lgeCla—eb-+ €lgncG A g =g,

zela—e,a]

A &x) = g®);.

x€[b,b+e)

Dies ist ndtig, weil nach Lemma 2.5 gleichmaBige Konvergenz der Funktionen
von G, gegen Funktionen von G nur auf kompakten Teilintervallen von
(a, b) folgt. Wir wenden die Transformation 7, (t > 0) auf G an und erhalten
die n-dimensionalen Teilrdume G, von Cla — ¢, # + ¢]. Nach Lemma 2.5
ist G, tschebyscheff fiir alle > 0. Nach Lemma 2.4 existiert eine Basis
{g:2", von G,, die im Intervall (@ — ¢, b + ¢) eine Markov-Basis bildet.
OBdA nehmen wir {g;,}7; als Orthonormalsystem beziiglich des Skalar-
produkts (g, #) := fZ g(x) A(x) dx an. Dies ist auch in G ein Skalarprodukt.
Nun folgt unter Verwendung von Lemma 2.5, daB fiir eine antitone Nullfolge

n

{t;},en n Funktionen {g,}7, in G mit

gitjﬁgi’ I = 15-“9 n,



260 SOMMER AND STRAUSS

wobei die gleichmiBige Konvergenz auf jedem kompakten Teilintervall von
(a — ¢, b — €) gilt, existieren. Aus Stetigkeitsgriinden ist dann {gm 4 €in

Orthonormalsystem in G und deshalb eire Basis in G, dh. B &
Weil fiir alle / die Funktionen aus G7 - g, ... S ﬂir I =irin
hochstens r - | Vorzeichenwechsel besitzen und weil sich in jedem Teil-
intervall [a’, '] von {(a - €. b - ¢) die Funktionen aus G":~ “g, ... ¢,

als gleichmiBiger Grenzwert von Funktionenfolgen aus {G, Les darstellen
lassen, folgt, daB jede Funktion aus G” hochstens r | Vorzeichenwechsel in
[a’, b'] besitzen kann.
Deshalb bilden die Funktionen {/,}; , aus G, definiert durch
A ) gl TAEE PO n

relah]

eine schwache Markov-Basis von G.

3. FUNKTIONEN MIT ENDLICH VIELEN NULLSTELLEN

Im folgenden wenden wir Satz 2.6 auf schwach tschebyscheffsche Teil-
vektorraume an, deren Elemente keine Nullstellenintervalle in [a, b] besitzen.

Sei G stets ein n-dimensionaler Teilvektorraum von Cla, b]. Fir g aus G
bezeichne Z,(g) die Menge der zweifachen Nulistellen von g in [a, b].

Wir bendtigen folgendes Lemma.

LEmMMA 3.1 [3]. G ist schwach tschebyscheff” genau dann, wenn zu jeder
Verteilung a = x, < x; < < X,., ~ x, beingel, g0, mi

(—1)ytg(x) = 0. X <X <X, 0= l..,n
existiert.

Daraus und unter Verwendung von Satz 2.6 erhalten wir

LEMMA 3.2. Sei G schwach tschebyscheff. Jedes gc G, g -~ 0, besitze
héchstens endlich viele Nullstellen in [a, b]. Dann gilt: Es existiert eine Basis
{gitavon Gmit Zy(g)) = ZJAg) = = Zogy).

Beweis. Nach Satz 2.6 existiert eine Basis {4, ; von G, so daB3 der
Teilvektorraum </, ,..., h,> C Cla, b] schwach tschebyscheff mit der Dimen-
sion i fiir jedes i = 1,..., n ist.

Wir setzen: gq :== /1y .

Unter Verwendung von Lemma 3.1 wahlen wir fiir i = 2,..., ng, e <hy,... 0,
so aus, dal} g, genau / — | Vorzeichenwechsel in [a, b]\Z( g;) besitzt. Dann
ist {gy,..., g, ebenfalls schwach tschebyscheff mit der Dimension i fiir
jedes i = [,..., n. Falls nun Z,(g,) o fur i I.....n ist, sind wir fertig.
Sei also & e Zy(g, ) fur ein iy € {l...., n}.
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Wir zeigen: Zy(g:) C Z{(g0)-
Seien a <<y, << .- < y; << b alle verschiedenen Nullstellen von gi, in
(a, b). Dann ist

Ky i= ,min 118, Iy, > 0,
wobei y,:=a und y,., :=>b sei. Falls ¥¢ Z,g;), besitzt die Funktion

K

& " €T gl

“ gl 5 € = :tl
in einer Umgebung von & mindestens zwei Vorzeichenwechsel und, da g;
genau i, — 1 Vorzeichenwechsel besitzt, weitere i, — 1 Vorzeichenwechsel in

[a, b]. Dies ist jedoch ein Widerspruch, da { g, ,..., 8:,» schwach tschebyscheft
mit der Dimension i, ist.

Deshalb gilt: Z,g,) C ZLg), i = 2,...,n.

Wir zeigen nun, daB Zu(g:) C Zu(g; 41) gilt. Sei &€ Zy(g;), aber &¢
Z(8:+1)- Dann ist &€ Z,(g,) wegen Z,(g;) C Z,(gy) und deshalb ist nach
Konstruktion gioﬂ(ﬁ) # 0. Dann besitzt aber die Funktion

K.,

& T gl

&g+l » €= +1
mindestens i, + 1 Vorzeichenwechsel in [a, b]. Dies ist wiederum ein Wider-
spruch, da <{g ,..., & 1> schwach tschebyscheff mit der Dimension 7, + 1 ist.
Daraus folgt sofort: Zy(g)) = Zi(gs) = - = Z4(gn).

Wir erhalten folgenden Satz, der die schwach tschebyscheffschen Teil-
vektorrdume von Cla, b] charakterisiert, deren Elemente nur endlich viele
Nullstellen zulassen.

SATZ 3.3. Sei G schwach tschebyscheff. Jedes g aus G, g # 0, besitze
hochstens endlich viele Nulistellen in |a, b]. Dann existiert eine endliche
Punkimenge X C [a, b], so daf jedes g aus G, g # 0, hochstens n — 1 Null-
stellen in [a, B\X besitzt, dh. G ist in [a, B]\X tschebyscheff.

Fiir alle x € X N (a, b) gilt auferdem g(x) = 0 fiir alle g € G.

Beweis. Nach Lemma 3.2 existiert eine Basis {g;};., von-G mit

ZA8) = Zy8) = = Zign)-
Wir definieren:

Y:=2Zg) fallsg, §c G mit g(a) = 0 und g(b) 40

existieren; (3.1a)
Y:=Z2Z,(g)Via} falls gla) = 0 fiir alle g € G gilt und
ein 7 € G mit g(b) = 0 existiert; (3.1b)
Y:=Z4g) V{b} analog wiein (3.1b); (3.1¢c)
Y:=Z4(g)V{a b} fallsgla) = g(b) = 0 fiir alle
ge G gilt. (3.1d)

640/21/3-4
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Wir unterscheiden:

(1) Wir zeigen zunichst, da} in den Fillen (3.1)b—(3.1d) G in [a, ]} Y
tschebyscheff ist Wir untersuchen nur den Fall (3.1b). Die Falle (3.1¢) und
(3.1d) behandelt man analog.

Falls G in {a, b]\Y nicht tschebyschefT ist, existiert ein g € G, g = 0, mit #
verschiedenen Nullstellen in (a, 5]\Z(g,). Seien a << ¥, << - <Z 3, = b alle
verschiedenen Nullstellen in [a, 5]\Y. Wir konstruieren ein §e G, g +: 0,
welches n — 1 Vorzeichenwechsel und eine weitere Nulistelle in [a. 5]\ Y
besitzt. Sei z : = max{x €(a, b) | g(x) = 0}. Seten a <7 z; < -~ < z, <. Z die
Vorzeichenwechsel von g in [a, b]. Wir wihlen weitere n -~ r -- 1 Punkte
Z <2 << <L 2y <<bmitz;¢ Y,/ =r- l...n--1 Nach Lemma 3.1
existiert ein Fe G, § -0, mit e(-—-1yY §(x) >0, z; ., <x <z;, i I...., m,
€ = 41, wobei z,: == a und z, : == b sei. Dabei sei € so gewidhlt, daf}
sgn( g(x)g(x)) == 0 fiir x e [a, z,,4] gilt. Nun ist K :==min,_, /| g g, 1 = 0
wobei y,:=a und y,.,:= b sei. Die Funktion g — K/(2|FI) # ist an
mindestens einer doppelten Nullstelle von g ebenfalls Null, da sonst g --
K/(2|1g 1) § mindestens n Vorzeichenwechsel in [a, b] besitzt. Deshalb
besitzt § n — 1 Vorzeichenwechsel und eine weitere Nullstelle & in [a, ]' Y.
Da {& z,,..., 2, 1y N Y = . ist, besitzt keine der Basisfunktionen g, .
i=1,..,n 1in einem der Punkte &, z...., z,, ecine doppelte Nullstelle.
Deshalb gibt es ein ¢ € R, so daB fiir mindestens ein i € {1,..., n} die Funktion
& — cg, n Yorzeichenwechsel in [a, b] besitzt. Dies ist jedoch ein Widerspruch.

Wir setzen X := Y.

(2) Y = ZJg).

Wie in (1) kann man zeigen, daB kein g € G, g = 0, mit n verschiedenen
Nulistellen in (a, ]\ Y bzw. in [a, b)\Y existiert.

Falls nun ein ge G, g ¢ 0, mit gla) - g(b) = 0 und weiteren n - 2
verschiedenen Nullstellen in (a, b)\Y existiert, setzen wir

X YUia
oder
X o= YU bl
Falls kein g € G, g +# 0, mit dieser Eigenschaft existiert, setzen wir X : Y.

Damit ist der erste Teil des Satzes bewiesen. Der zweite Teil ergibt sich
unmittelbar aus Lemma 3.2.

Aus diesem Satz ergeben sich einige Folgerungen, die zum Nachweis der
Existenz stetiger Schnitte fiir die metrische Projektion von besonderer
Bedeutung sind. Dies werden wir im nichsten Paragraphen zeigen.

Zunichst geben wir ein Beispiel fiir einen schwach tschebyscheffschen
Teilvektorraum von C[—3, 2] der Dimension 2, der Elemente enthilt, die
bis zu vier verschiedene Nullstellen besitzen.
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BrispIEL 3.4. Sei G = (g, ;) mit

gix):=]x+2| -3 <x< 1
=|x] —1 <x <1
=|x -2 I <x <2

go(x) :=(x + 2)(—x — 1) —3I<x< 2
=(x+2)(x+1) —2<x< 1
= —x(x + 1) —1<x<0
= x(1 -+ 3x) 0<x<}
= —12 4+ 22x — 8x? s <x <2

Es ist Zyg) = Zdgs) = {—2,0} und X ={—2,0,2}. G ist deshalb
tschebyscheff in [—3, 2)\{—2, 0, 2} nach Satz 3.3.

Fic. 1. Beispiel zu Satz 3.3.

4. ANWENDUNGEN AUF STETIGE SCHNITTE

DeriNiTION 4.1. Fiir eine mnichtleere Teilmenge G eines normierten
Raumes E sei Po(f) :={g,€G|IIf — &Il = inf{||f — gli | g € G}} fiir alle
faus E. P; definiert eine mengenwertige Abbildung von F in 29, dem System
aller Teilmengen von G, die man als metrische Projektion beziiglich G be-
zeichnet. Eine stetige Abbildung s von E nach G heifl3t stetiger Schnitt fiir Pg
(im folgenden nur stetiger Schnitt genannt), falls s(f) aus Pg(f) fiir alle f
aus E ist.

In jlingster Zeit wurde die Existenz von stetigen Schnitten fiir spezielle
schwach tschebyscheffsche Teilvektorriume von Cla, b] von Niirnberger—



264 SOMMER AND STRAUSS

Sommer [6, 7] nachgewiesen. Dabei wurde erkannt, dafy sich in schwach
tschebyscheffschen Raumen als Auswahlfunktion s(f) jedes f aus Cla. b]
sogenannte Alternantenelemente anbieten.

DepINITION 4.2, Fiirein faus Cla, o] heilBt g aus Po(f) Alternantenelement
fiir /' genau dann, wenn mindestens » -*- | verschiedene Punkte ¢ = X, -
Xy <L <X, b omit (- DY (f - 2)(x) Ffooghidi - 0n. e o
existieren. Man nennt die Punkte ¢ -~ x, < x, == ** <= x, - b alternierende
Extremalpunkte von [ -- ¢.

Die endlich-dimensionalen Teilvektorriume von Cla, b]. die fir jedes f
aus Cla, b] mindestens ein Alternantenelement besitzen, wurden von Jones-
Karlovitz [3] charakterisiert. Es sind genau die schwach tschebyscheffschen
Riaume.

Satz 4.3,  Lin n-dimensionaler Teilvektorraum G von Cla. #] ist schwach
tschebyscheff” genau dann, wenn fiir jedes | aus Cla. b] mindestens ein Alrer-
nantenelement aus Pg(f) existiert.

Im folgenden sei G ein n-dimensionaler schwach tschebyscheffscher Teil-
vektorraum von Cla, b].
Niirnberger-Sommer [6] bewiesen folgenden Satz.

Satz 4.4. Existiert fiir jedes [ aus Cla, b] genau ein Alternantenelement
gr aus Pg(f), so ist s: Cla, b] — G. definiert durch s(f) - g, fiir alle f aus
Cla, b], ein stetiger Schnitt.

Um stetige Schnitte nachzuweisen, ist es also sinnvoll, schwach tschebyschetl-
sche Raume zu finden, die fiir jedes faus Cla, b] genau ein Alternantenclement
zulassen.

Niirnberger und Sommer [6] gaben folgende Charakterisierung.

SaTz 4.5. Jedes f aus Cla, b] besitzt genau ein Alternantenelement g,
aus P,(f) genau dann, wenn jedes g aus G, g - 0. hichstens n verschiedene
Nullistellen in [a, b] besitzt.

Nach Satz4.4 besitzen diese Raume also einen stetigen Schnitt. Narnberger—
Sommer zeigten sogar, daf3 dies der einzige stetige Schnitt ist.

Wir werden nun einige Folgerungen aus Satz 3.3 ableiten. Wir behandeln
stets schwach tschebyscheffsche Raume, deren nicht verschwindende Elemente
hochstens »# verschiedene Nullstellen in [a, b] besitzen.

Aus Satz 4.4, Satz 4.5 und der anschlieBenden Bemerkung folgt, daB
diese RAume genau einen stetigen Schnitt zulassen.

Zuerst untersuchen wir das Aussehen dieser Raume,
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SATZ 4.6. Jedes g aus G, g + 0, besitze héchstens n verschiedene Null-
stellen in la, b). Dann existiert ein x, aus [a,b], so daff G in [a, b]\{x:}
tschebyscheff ist.

Ist x; aus (a, b), so gilt g(x;) = O fiir alle g aus G.

Beweis. Wir wenden Satz 3.3 an und miissen nur noch zeigen, daB3 wir
nur einen Punkt aus [a, b)] wegnehmen miissen, um die Behauptung zu
zeigen.

Danach Satz 3.3 alle g € Gin X N (a, b) verschwinden, folgt, daBl X n (a, )
einelementig ist, da andernfalls unter Verwendung von Lemma 3.1 ein
g<€G, g #+0, mit n + 1 verschiedenen Nullstellen in [a, 5] gefunden werden
kann. Analog zeigt man, daB {a, b} ¢ X ist.

Falls g(a) = O fiir alle g € G ist, erfiillt x; := @ die Bedingung und falls
g(b) = 0 fiir alle g € G ist, erfillt x; := b die Bedingung.

Ist g(a) + 0 fir ein ge G und g(b) # 0 fir ein § € G, so folgt nach dem
Beweis von Satz 3.3:

@ X =2Zig)ial oder X = Z,(g) V{b}, falls ein ge G, g #0,
mit g(@) = g(h) = 0 und mindestens n — 2 weiteren verschiedenen Null-
stellen in (a, B)\Z4(gy) existiert. Wire Z,(g,) # 9, so besitzt nach Satz 3.3
die Funktion g eine weitere Nullstelle in (a, &) im Widerspruch zur Voraus-
setzung. Deshalb ist G in (@, b] und in [a, b) tschebyscheff.

(b) X = Zi(gy), falls kein ge G, g #0, mit g(a) = g(b) = 0 und
mindestens n — 2 verschiedenen Nullstellen in (g, b)\Z4(g,) existiert. Nach
Satz 3.3 ist G in [a, B]\X tschebyscheff. Da nach dem oben gezeigten X
einelementig ist, ist auch in diesem Fall die Behauptung des Satzes bewiesen.

BEISPIEL 4.7. Sei G := {x2 x3,..., x*> C C[—1, 1]. Es folgt sofort, daB
jedes ge G, g 0, hochstens n — 1 verschiedene Nullstellen in [—1, 1]
besitzt, da der Punkt O stets eine (im Sinne der Nulistellenzihlung bei Poly-
nomen) mindestens zweifache Nullstelle ist. Falls ge G in [—1, 0) U (0, 1]
n — 2 Vorzeichenwechsel hat, besitzt g im Punkt O keinen Vorzeichen-
wechsel, da andernfalls der Punkt 0 sogar eine mindestens dreifache Nullstelle
wire. Da g ein Polynom vom Grad <(n ist, besdBe dann g in [—1, 0) U (0, 1]
hochstens » — 3 Nulistellen. Deshalb ist G schwach tschebyscheff mit der
Dimensionn — 1 und jedes g € G, g + 0, besitzt hbchstens n — 1 verschiedene
Nullstellen. Aus Satz 4.6 folgt, daB g in [—1, 1]\{0} tschebyscheff ist.

Die nichste Folgerung von Satz 3.3 berichtigt eine Aussage von Bartelt [1],
der zu beweisen versuchte, daB jeder schwach tschebyscheffsche Raum G
mit 1€ G und der zusétzlichen Bedingung, daB jedes ge G, g # 0, nur
endlich viele Nullistellen in [a, b] besitzt, in [a, b] tschebyscheff ist. Dies ist
nicht richtig, wie Beispiel 4.9 zeigen wird. Dagegen gilt.

SATZ 4.8. Besitzt G eine in (a, b) (bzw. in (a, b] bzw. in [a, b)) positive
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Funktion und hat jedes g€ G. g # 0, hichstens endlich viele Nullstellen in
[a, b]. so ist G tschebyscheff in (a, b) (bzw. in (a, b] bzw. in [a, b)).

Beweis. Wir beweisen den Satz nur fir den ersten Fall. Aus Satz 3.3
folgt aber sofort, dall G in (a, b) tschebyscheft ist. denn andernfalls ver-
schwindet jedes g an einem Punkt in (a. b). Dies ist jedoch nach Voraussetzung
nicht erfiillt.

Nirnberger—Sommer [6] gaben ein Beispiel fir einen schwach tscheby-
scheffschen Raum G der Dimension # -~ | mit 1 G, der in [--1. 1} und in
{(—1. 1] tschebyscheff, aber in [ {, 1] nicht tschebyscheft ist.

Beiseivt. 4.9.  Sei n eine gerade natiirliche Zahl. Sei G ; Iox (0 a2y,
X2 X3l X% o b . v T L) Die Dimenision
von G ist nm -- 1.

Jedes g G, g /0, ist ein Polynom vom Grad — # - I und hat deshalb
in[ -1, 1] hochstens # - - | Nullstellen.

Jedes g€ G 1aBt sich darstellen als g - /A, A, mit in(x) S, 0 aux™
und /fy(x)  x(I - .xz)-Z?/i ds;. X%, Unter Verwendung cines Beweises
von Zielke [12. S.68], kann man zeigen, dall /1,(x) — A(&) flir ein & ¢
(oo, 1JU]L o) ist, d.h. dab eine Nullstelle von g stets in (- . 1] U
[1, o) liegt. Deshalb tst & in [ . 1) und in (-1, 1] tschebyscheff. ¢ ist
nicht tschebyscheff in [~ 1. 1], da man eine Funktion g(x) (0 X -
X "Zi/i ax* e finden kann, die in [--1, 1] genau n - | verschiedene
Nulistellen besitzt.

Ein zweites Beispiel fiir solche Raume findet man bei Brown [2]. der
einen S-dimensionalen Raum mit diesen Eigenschaften konstruiert hat.

Eine weitere Folgerung von Satz 3.3 erhalten wir fiir schwach tscheby-

scheffsche Riume, die zusétzlich k-tschebyscheff sind.

DeriniTION 4.10.  Sei Q kompakt und sei G ein Teilvektorraum von C(Q).
versehen mit der Supremumsnorm. G heiit k-tschebyscheff, wenn fiir jedes
Jfaus C(Q) die Menge der Minimallosungen P.(f) hchstens ein A-dimensio-
nales Polyeder bildet.

Bei Singer [9, S.126], findet man folgende Charakterisierung der k-
tschebyscheffschen Raume.

Sat1z 4.11. Sei G ein Teilvektorraum von C(Q). Fiir jedes [ aus C(Q)
bildet Pi(f) ein hichstens k-dimensionales Polyeder genau dann. wenn je
k + 1 linear unabhingige Funktionen g, ...., o1 voit G héchstens n -~ k - |
gemeinsame Nullstellen in Q besitzen.

Unter Verwendung von Satz 3.3 und der Sitze 4.4 und 4.5 kdnnen wir nun
auch fir spezielle k-tschebyscheffsche Teilvektorrdume von Cla, b] die
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Existenz von genau einem stetigen Schnitt nachweisen. Dies verallgemeinert
ein Ergebnis von Niirnberger-Sommer [6].

Sa1z 4.12. Sei G ein n-dimensionaler schwach tschebyscheffscher und
k-tschebyscheffscher Teilvektorraum von Cla, b], k << n. Jedes g€ G, g + 0,
besitze héchstens endlich viele Nullstellen in [a, b]. Dann gilt: G ist in [a, b)
und in (a, b] tschebyscheff.

Beweis. Dafiir i < k jeder i-tschebyscheffsche Raum auch k-tschebyscheff
ist, zeigen wir die Aussage des Satzes nur fiir (n — 1)-tschebyscheffsche
Réume. Wir wenden Satz 3.3 an und erhalten eine endliche Punktmenge
X C [a, b], so daB G in [a, b]\X tschebyscheff ist. Wére nun X N (q, b) == &,
so wire g(x) = 0 fiir alle xe X N (q, b). Da G (1 — 1)-tschebyscheff ist,
besitzen aber # linear unabhingige Funktionen keine gemeinsame Nullstelle.
Deshalb ist X N (a, b) = @. Aulerdem gibt es ein g € G mit g(a) # 0 und
ein §€G mit §(b) %= 0. Deshalb ist {a, b} ¢ X. Dies bedeutet, daBl G in
(a, b] und in [a, b) tschebyschefT ist.

Beispiel 4.9 ist ein Beispiel fiir einen (n - 1)-dimensionalen schwach
tschebyscheffschen und r-tschebyscheffschen Raum, der in [—1, 1] nicht
tschebyscheff ist.

Nach AbschluB} dieser Arbeit erfuhren wir, daB Stockenberg [14] gleich-
zeitig und unabhingig von uns mit anderen Beweisen zu Aussagen kam, die
den Aussagen der Sétze 2.6, 4.8, 4.12 im wesentlichen entsprechen.
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